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基于HDMR I]~应面的结构可靠度计算方法 
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摘 要：介绍了响应面法在可靠度分析中的应用进展，提出了一种基于高维模型表示(HDMR)扩展的迭代响应 

面法。在详述采用HDMRI~应面法计算结构可靠度的基本原理后，采用Matlab语言对若干数值算例进行计 

算，同时给出了其它计算方法的结果以对比分析。结果表明：本文方法具有较高的效率和可靠的精度，在 

结构可靠度分析中具有一定的实用性。 
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引言 

对于大型复杂结构的可靠度问题，由于较难 

得到其极限状态方程的准确表达式，通常采用有 

限元结合Monte—Carlo(M—c)抽样法、响应面法 

或随机有限元法进行分析。有限元结合M—c法是 
一 种较为直接的计算方法，但要得到精确解通常 

要耗费巨大的计算成本。响应面法 (RSM)则是 
一 种近似分析方法，其思想是通过少量的试验 

(抽样 )来拟合一个响应面函数作为真实极限状 

态函数的近似表达式，再基于近似响应面函数进 

行可靠度求解。该方法作为一种近似方法，有着 

较高的效率和可靠的精度，但对于非线性程度较 

高的极限状态函数，其求解精度还有待商榷。随 

机有限元法 (SFEM)则是一种更直接的计算方 

法，但需要对确定性有限元程序进行改造，而目 

前要形成一个通用的随机有限元程序尚有一定困 

难。因此，在实际工程中，响应面法相较于其它 

两种方法有着更高的效率和实用性，这也使得该 

方法得以广泛的应用于结构可靠度分析中。 

1响应面法的发展 

响应面法首次I~t Box等 J作为一种数理统计工 

具提出，用于搜寻某种化学过程的优化反应所需 

要的条件。随后该方法逐渐发展成为结构可靠度 

分析的常用方法之一。Wongt21首次将响应面法应 

用于岩土工程中，采用2水平因子设计抽样方法 

和回归分析得到某边坡极限状态函数的近似方 

程 ，并结合M—C抽样求解边坡失效概率。 

Faravelli131则系统地阐述了以空间变量均值为抽样 

中心的包含交叉项的二次多项式作为响应面函 

数 ，并通过方差分析考虑设计变量变异性的影 

响。作者同样采用了2水平因子设计和最小二乘 

估计来拟合响应面，并对一个轻水反应堆压力容 

器进行了可靠度分析。然而，当采用2水平因子 

试验设计时，要得到一个二阶多项式响应面函数 

需要进行2 次抽样 (N为随机变量个数 )，当N较 

大时必然耗费巨大的计算成本，而且以均值为抽 

样中心所得的响应面可能与真实的极限状态表面 

不相符。Bucher等 J贝0提出一种改进的响应面 

法，即建议采用不含交叉项的二次多项式作为响 

应面函数，并选取位于标准正态随机变量空间坐 

标轴上的 与 ±厂 (i=1，2，⋯，N)为抽样点 (其 

中 与叮 分别为随机变量 的均值与标准差， 

并假定厂：3)，再通过回归分析得到响应面函数 

g(x)，并依此求解初始设计点 。继而用线性插 

值函数得到一个新的抽样中心点 并以此获得新 

的响应面函数，最终根据新的响应面函数求解失 

效概率。此方法只需要进行4N+3次抽样，相比 

Wong与Faravelli的方法在效率上有明显提高。然 

而，Rajashekhar等 在研究中发现Bucher与 

Bourgund的方法仅对响应面作一次更新是不够 

的，而且在非线性程度较高时令厂为常数3不一定 

能得到精确结果。Liu等 则对Bucher的方法进行 

改进，提出了序列响应面法，即对响应面函数进 

行多次迭代直至可靠指标收敛到一定精度，并首 
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次将序列响应面法应用于飞机结构可靠度的分析 

中。佟晓利等 则将序列响应面法与结构可靠度 

分析的几何法相结合，并通过一个三跨十二层建 

筑的平面框架算例分析验证了该方法的精度和效 

率。Kim等 J贝0建议使用线性函数替代二次多项 

式作为响应面函数，并使用梯度投影技术使响应 

面抽样点更接近原始极限状态表面。Das等 在 

Kim与Na的基础上进行改进，先用Kim的方法形 

成一个线性响应面，然后通过增加二次项来改进 

线性响应面，并建议在所得二次响应面精度不够 

的情况下通过增加交叉项并去除一些二次项来适 

当改进响应面函数。Gayton[1~l等则将一种新的统 

计方法应用于响应面法中，即首先设置一个初始 

试验设计以减小待寻找的设计点区域，然后根据 

试验进行重新抽样来获得设计点坐标的经验分 

布，最终利用置信区间确定设计点的位置。 

Gupta等Ll 研究了存在多个设计点情况下的响应 

面法，即通过多次转换坐标系原点并结合Bucher 

的算法来拟合全局响应面。Kaymaz等 研究了 

基于加权回归技术的响应面法，并将其应用于 

结构可靠度分析中。Kang1131等则采用移动最小二 

乘法 (MLS)来拟合响应面函数，即对于接近设 

计点的抽样点给予更高的权重，使设计点附近的 

响应面更接近于极限状态表面。Allaix等 则提 

出将原始随机变量坐标系转换为原点位于验算点 

且主轴为最敏感随机变量的坐标轴，然后在新的 

坐标系中采用序列响应面法求解失效概率。Guan 

等u 则研究了响应面法中的厂值对极限状态函数 

估计的影响，并建议初次试算时厂宜选在2～3之间。 

然而，上述响应面法虽经过众多学者进行研 

究改进，但本质上仍然以二次多项式为基础，而 

该方法仍存在计算精度不足的问题 。HDMR 

(High—Dimensional—Model—Representat—ion，高 

维模型拟合 )作为一种获取高维复杂系统的 

“输入一输出”函数关系的数学方法自Rabitz及 

其团队 提出以来得到了广泛的发展和应用，至 

今已成功应用于大气化学、分子动力学模拟分析 

等领域中 。2013年本文作者对HDMR方法在结 

构参数识别中的应用进行了研究，并取得一定成 

果。本文则主要对基于HDMR响应面的结构可靠 

度求解方法进行研究，并通过算例分析来说明本 

文方法在结构可靠度求解中的精度、效率以及适 

用性。 

2基于HDMR扩展式的响应面法 

2．1 HDMR扩展 

HDMR为一种获取高维系统的 “输入一输 

出”关系的多元函数逼近方法，其概念首次由 

Rabitz[191等提出。假定系统包含N维输入变量： = 

{X ， 2，⋯，X )，系统响应变量记为g )。由于各 

输入变量对响应变量的影响可能是独立或者耦合 

的，因此，譬 )可用HDMR表示： 
?v ，̂ 

．g0+∑臣㈨+∑ 戈 )+．．·+∑邑‘⋯ 
i= 1 il<i 2 ‘ 

f，， ‘，⋯，x0+⋯+g12一 l 2，⋯ ̂)(1) 

其中 为常数项，又称为零阶项；＆(Xf)为 
一 阶项，表示变量X 独立作用时对响应变量的影 

响；＆ f2( ，Xf：)为二阶项，表示变量 与 f：对 

于响应变量的耦合影响；更高阶项表示相应的m 

个输人变量共同作用对响应变量的耦合影响； 

g12"""N( 1，x2，⋯，xN)则表示所有输入变量耦合 

作用的残余影响量。如果高阶变量耦合效应微 

弱，由少数低阶项组成的HDMR即可获得响应变 

量的精确近f (x)。对于实际工程，通常只需 

一 阶或二阶分项函数~0．-I满足精度要求u ： 
．】v 

)=g．o+ (2) 
i = 1 

．，v 

g2(x)=go+∑ +∑ 。‘ ， (3) 
i = 1 iI<i 0 

其中，gl )表示一阶HDMR扩展，g )表示 

二阶HDMR扩展。 

为了得到式(2)、式(3)中的各分项函数，可 

~l Acut—HDMR[171扩展式。cut—HDMR扩展是通过 

响应变量位于穿过输入变量空间中的某参考点 

，．={厂l，／'2，⋯，rN)的线、面及超平面上的值来表达 

响应变量函数 )。若HDMR扩展式收敛，参考点 

，．则可以是输人变量空间中的任意点。根据Cut— 

HDMR扩展，式 (2)、式 (3)的分项函数可表 

示为 ： 
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go=g(r) (4) 

J — (5) 

2)= ,~(xi／i)-g, )— 2)— (6) 
其中： 

=g(r1，r2．，⋯， 1 f，ri+l，⋯，rⅣ) (7) 

- =g(r1，r2，⋯，r̈ ,xil， l+19"""9Ti2_1， 

1， ， 一，r̂J (8) 

将式 (4)～式 (8)带入式 (2)及式 (3) 

可得： 
Ⅳ 
、1  

)= ⋯，r t ，⋯， 一(』V一1)g(厂)(9) 
i= 1 

』v 

)=∑g( ⋯， l l+1，⋯̂ 2_l， 汹r ，rⅣ)一 
， 
-1 

( 1< 2) 

(N-1)g(r)-(N-2)I rj，⋯，r l， ， 、 

⋯

，rⅣ)+[(Ⅳ-1)(N-2)／2]g(r) (10) 

因此，在结构可靠度分析中，令 为随机输 

入变量，g∽为极限状态函数，g )， )则分别 

为一阶、二阶HDMR响应面函数。 

2．2响应面函数的拟合 

考察式 (9)、式 (1O)不难发现，gl )与 

g )皆由 ( )， 2( 。， 如)及常数项g(r)组 

成，其中 (Xf)与 1l ( ．， 如)可由移动最小 

二乘法 (Moving=least=square，MLS)【l划拟合得到。 

在此将 )及 ( l， f2)记为 (K=I表示一元， 

K=2表示二元)， ( )与 (Xf1，X“)记为 

g( )，g( )的MLSj~似表达式为： 
S 

= q =P a ̂) (11) 
J：1 

其中， ( )={P1( )， ( )⋯， ( )}由s个 

多项式的基本分项 (不含交叉项)构成，二次多 

项式则有： 

K=I：PT(x ={1 f， ) =3)， (12) 

K=2：p )={1 ， b，兢，2， 幻 ) ：5)；(13) 

a(xx)=杠1( )，口l( )⋯，口 ( )}则为包含变 

量x 的未知系数表达式向量，由MLS拟合确定， 

即加权L，范数取极小值： 
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∑ _ 】 (14) 

将式(11)带人式(14)得： 
2K+1 

∑ — [p 铷 _g 】z 
，= 1 

=【p —剖 [pa —剖 f 15 1 

其中， 为输入变量空间中第1个抽样点坐标 

(I=l，2，⋯，2K+1)，样本点则位于参考点 rl及 rf 

±，盯f处；g(xIK )表示第1个抽样点的系统响应 

值： 

g={ ， ，⋯， )} ； (16) 

彩 

w加权函数对角阵： 

W=dian[w@ ，⋯， )] ；(17) 

P=[P K)，p ，⋯ )】T ； (18) 

本文采用4次样条(quartic+spline)加权函数： 

一  l 1-6 s +8 s 0—3 s (8≤1) 
W(XK--Xkg=w(s)={ 一 、 (19) 

10 (s>1 J 

其中了：-Lj 
，l IxK l l为任意点x 第1 

个样本点之间的距离， ，为第1个样本点的影响 

范围，本文则取2．1倍的厂·仃值。 

若式 (15)取极小值，则有： 

)̂一B(xK)g=O (2o) 

其中： 

A(XK)=pTWp (21) 

B(x~)=pTW (22) 

将式(21)、式(22)代入式(20)可得： 

a = B g (23) 

再将式(23)代人式(11)可得： 

g ．pT(X (xiOB(x~)g (24) 

令 )̂={咖- ， z ，⋯， - J 
=  4 曰 (25) 

有： 舡 =∑PX=K)[A一- B b (26) 

其中 。c ] 表示矩阵 ]鳓 

行第 0元素。 

2．3可靠度计算方法 

I~MLS：得到一阶或二阶HDMR~应面函数后 

便可基于该函数求解验算点及可靠指标 。本文 
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采用迭代算法进行可靠度求解，流程如下： 

Stepl以随机输入变量均值为初始参考点，．， 

并选取参考点rf与rj±
．
厂仃 为变 的抽样点； 

Step2计算g(r)以及抽样点处的响应值g，并根 

据式 (24)获得g() ，再将g(厂)及 g(xK)带人式 

(9)或式 (10)得到一阶或二阶HDMR响应面 

函数。 

Step3依据可靠指标的几何意义，利用有约 

束最优化模型求解响应面函数的验算点 D和可靠 

指标 ： 

f 厂 ■———一 {mim =＼／ [ ] (27) 
【 ．t． 。 ，：．． ：0 
Step4以验算点 ，)作为新的参考点，．，重新选 

取抽样点来拟合响应面函数以得到新的验算点 

及可靠指标 ； 

Step5判别 一 <￡(￡为容许误差 )是 

否满足。若满足则输出 ，若不满足则重复 

Stepl～Step4步直至收敛。 

根据实际工程中的3仃原则可知，随机变量 

在 ±3 or范围内取值的概率为99．7％。因此，首 

次抽样时 厂取3可使验算点较容易包括在该范围 

内，而通常首次计算结果已较接近真实验算点 J， 

在随后的迭代中厂值可逐步减小 (取2或1)以加 

快收敛 。另外 ，根据 本文抽样 方法 以及 式 

(9)、式 (10)可知，在迭代k次的情况下， 

一 阶HDMR响应面法需 厂(2Ⅳ+1)次抽样，而二 

阶HDMR响应面法在Ⅳ≤2时仅需k(2̂r+I)次抽 

样，当N>2时则需k(4· Ⅳ+2̂ 1)次抽样。 

3算例分析 

为了说明本文方法的可行性、精度及计算效 

率，对若干算例进行分析，其中算例1～算例2的 

极限状态方程为已知，算例3～算例4的极限状态 

方程未知。另外，本文算例的可靠度指标均采用 

Matlab程序进行编程计算。 

(1)算例 1 1：假设极限状态方程为 

G=18．46154—74769．23x／yJ，其中随机输人变量 ， 

)，均服从正态分布且相互独立：X：Ⅳ (1000， 

200)，Y：N(250，37．5)，计算其可靠指标。采 

用本文方法所得的各迭代步结果均列于表1中。 

其中一阶HDMR响应面法经5次迭代 (25次抽样) 

收敛，可靠指标为2．3 328，验算点为 (1101．1， 

164．6)；二阶HDMR响应面法经4次迭代即收敛 

(2O次抽样 )，可靠指标为2．333，验算点为 

(1 101．3，164．6)。另外，本文将其它方法所得结 

果与以上结果同列于表2进行比较。其中，M—c 

法抽样l e+7次所得可靠指标精确解为2．3449； 

FORM法所得结果误差为一0．597％；序列RsM法经 

8次 (抽样41次)迭代后收敛，其误差相对FORM 

法较小；而本文方法所得结果的精度相比FORM 

与序列RSM法均有所提高，且抽样次数均少于序 

列RSM法。 

表1 算9,J1可靠指标计算结果 

表2 算例1分析结果比较 

彩 

(2)算例2Ll州：假设极限状态方程为G=8一 

O．32(X1—1) ，-X +X33-0．2sin( 1 )，随机输 

入变量均为标准正态分布且相互独立，求解可靠 

指标。从极限状态方程不难看出，正弦函数的引 

入增长了方程的非线性程度。将本文方法所得结 

果与其它方法的结果列于表3，并将M—C法所得 



 



限元结合M—c法的计算结果共同列于表6中。其 

中，有限元结合M—c法采用ANSYS程序中的概率 

设计系统 (PDS)进行M—c拉丁超立方抽样 

(LHS)分析，经le+4次抽样后所得可靠指标为 

2．646。一阶HDMR响应面法经历7次迭代 (147次 

有限元分析)后收敛，所得可靠指标为2．632，误 

差为一0．529％，显然具有非常高的计算精度。 

图2 结构计算简图 

表6 算~it]4分析结果 

计算方法 抽样次数 失效概率 可靠指标 误差／％ 

4结论 

对于实际工程中极限状态方程无法明确表达 

的可靠度问题，采用响应面法进行求解较其它方 

法更为简便。本文提出一种基于HDMR扩展式的 

响应面法进行结构可靠度的计算。通过算例分析 

表明，通常低阶的 (一阶、二阶)HDMR响应面 

法即可获得较好的精度，而一阶HDMR响应面法 

对于较多输入变量的结构则有更高的计算效率。 

另外 ，对于实际工程则可采用ANSYS， 

MIDAS或NASTRAN等常用结构分析程序进行抽 

样分析，而采用Matlab语言对响应面函数及可靠 

指标进行编程求解可使计算效率大为提高。因 

此，本文方法具有较好的实用性和一定的推广应 

用价值。 
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