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弦支穹顶结构的形态分析问题 

及其实用分析方法 

郭佳民 董石麟 袁行飞 

(浙江大学 浙江杭州 310027) 

摘 要：寻找弦支穹顶在零状态下的几何构形与计算时所需施加的初应变值是其形态分析的主要目的。基于 

零状态下所需求解参数的不同，将其形态分析问题分为：找力、找形、找力+找形三类。这三类问题基本覆 

盖弦支穹顶结构中所有可能出现的形态分析问题。利用较为成熟的数值分析理论针对找力与找形这两类问 

题，进行计算公式的推导，并通过找力与找形的组合成功地解决了找力+找形问题，最后给出求解这三类问 

题的计算流程。按计算流程对同一结构模型分别进行找力与找力+找形分析。计算结果表明：由结构在零状 

态下施加的初应变值换算而来的内力，经内力重分布后与初始态下内力在数值大小与分布上均有较大差别， 

所以弦支穹顶结构的找力分析是必需的。结构经找形后在零状态下的单元下料长度与结构在已知几何构形 

下的单元长度相差甚微，但部分节点坐标值在两个状态下却有较大差别，建议结构在建造时可直接按已知 

几何构形来进行下料，但应按找形后的计算结果进行放样安装。 
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引言 

弦支穹顶是由日本的川El卫等人 基于张 

拉整体结构和单层球面网壳组合而提出的一种新 

型空间杂交结构。国内外对这一新型空间结构已 

进行了一些理论与试验研究【l曲J，并应用在实际 

工程中，如El本的光丘穹顶和前田会社的职工活 

动中心。在国内已经建成的弦支穹顶有天保国际 

商务交流中心、天津博物馆贵宾厅和2008年奥运 

会羽毛球馆等；正在设计、建造的有常州市体育 

馆、济南奥体中心体育馆等。 

形态分析是力的平衡分析的逆过程，包括结 

构几何稳定性分析以及外形、拓扑分析和状态分 

析 J。形态分析理论是基于柔性张拉结构的设计 

需要而提出的，是近年来才被重视且正在逐步完 

善的理论。国内外对索杆张力结构的形态分析研 

究较多，且较为成熟 J。由于弦支穹顶其上部 

单层球面网壳是传统意义上形状确定的结构体 

系，且为高次超静定结构，在未施加预应力之前 

已有一定的刚度，所以对其进行的形态分析研究 

较少。文献I 对弦支穹顶的形态分析做了简单的 

介绍，并给出了弦支穹顶只需进行找力分析而不 
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必进行找形分析的结论。文献[4】对结构的找形与 

找力都进行了研究，并给出了相应的算法。文献 

【5—6】也对这一问题进行了研究，并给出了相应的 

算法。本文紧密结合结构的施工建造过程对这一 

新型结构的形态分析问题进行了全面地研究，并 

给出相应的实用计算方法，可为实际的工程设计 

分析所采用。 

1形态分析问题的分类 

在进行问题的分析之前，首先按实际结构的 

施工与计算过程给出以下几个状态的基本定义 ： 

(1)零状态 (放样态 )A：无自重、无预 

应力时的状态。在数值模拟过程中，对应为数值 

模型建立完毕，而未进行计算时的状态。 

(2)初始态B：下部结构张拉完毕后，体系 

在自重和预应力作用下的平衡状态。在数值模拟 

过程中，对应为数值模型在考虑 自重的情况下计 

算完毕后的状态。 

(3)荷载态C：体系在初始态的基础上，承 

受其他外荷载时的受力状态。在数值模拟过程 

中，对应为数值模型在考虑外荷载的情况下计算 

完毕后的状态。 

各状态 (A、B、C)下的几何构形与内力分 
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别用G和睐 表示。针对不同的状态，可以形成以 

下6个状态参数：GA、 、GB、 、Gc和 。 

严格地按其定义来说，零状态下无任何力存 

在，所以 并不存在，但利用现有的计算软件在 

结构的设计与计算过程中为了得到结构初始态下 

的预应力，需在零状态的基础上对数值模型施加 

初应变，而初应变可以换算为内力值，上面定义 

的， 就是由所需施加的初应变换算而来的内力 

值，为一个广义力，只在计算过程中出现，在实 

际施工过程中并不存在，是理论计算中零状态下 

不可缺少的参数。 ． 

结构在设计前只已知了部分状态参数，而其 

他状态参数在结构设计、计算与施工成型过程中 

也是必需的，特别是零状态下的2个参数是分析 

计算的基础。如何由已知的状态参数得到其他未 

知状态参数就构成了形态分析的核心内容。当已 

知的状态参数不同时，所需求解的状态参数就会 

发生变化，这样就产生了不同的形态分析问题。 

依据零状态下所需求解参数的不同，将结构形态 

分析问题分为以下三类： 

(1)找力问题，结构在零状态下的几何构 

形 (G )已知，而需通过所有已知条件求解结 

构零状态下所需施加的初应变 ( )的问题。 

(2)找形问题，结构在零状态下所需施加 

的初应变 ( )已知，而需通过所有已知条件求 

解结构零状态下几何构形 (G )的问题。 

(3)找力 +找形问题，结构在零状态下的 

几何构形 (G )与所需施加的初应变 ( )均 

未知，而需通过所有已知条件来进行求解的问 

题。 

在设计前至少需已知2个状态参数。通过对 

上述6个状态参数的不同组合可得到15种形态分 

析问题。当已知状态参数都为力时，在计算过程 

中，无法建立计算模型对结构进行计算求解，这 

种情况在实际中也并不存在。而零状态下几何构 

形与所需施加的初应变均已知时，无需进行形态 

分析。去除上述两种情况，在实际中仅存在l1种 

形态分析问题，都可归结到上述的三类问题中， 

问题的分组与归并结果见图ln 

o 
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图1 弦支穹顶形态分析问题分类图 

2问题的求解 

针对上述三类问题：找力、找形、找力+找 

形，分别进行分析研究，给出相应的求解思路与 

计算公式。 

2．1找力问题分析 

国内学者对弦支穹顶的找力问题研究相对较 

多 ，并利用张力补偿法的思想 给出了找力计 

算公式与具体的计算流程。为了确定结构在零状 

态下所需施加的初应变，并提高找力计算的效 

率，本文借鉴牛顿法思想给出了一种迭代计算 

法。迭代计算公式的推导如下。 

在零状态时下部结构的一组初应变值，在张 

拉成型后就会对应初始态时下部结构的一组内力 

值。因为结构的预应力是通过对主动张拉单元施 

加初应变的方法得到的，所以在下文的所有推导 

与计算过程中均以初应变￡来表示与之对应的零 

状态下参数 。下部索杆单元初始态时的内力Ⅳ 

可写为零状态时初应变￡的函数表达式： 

圆圆圆圈圆圆团圆圆圆回 
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胎  (￡) (1) 

当结构按施工工序要求张拉完成后，在初始 

态时，下部索杆的内力值达到内力设计值，这时 

可写为如下方程式： 

Ⅳ～Ⅳ．0 (2) 

式中：慷 示结构在初始态时下部索杆 (或部分 

索杆)单元的内力已知值。 

将函数 (1)代入方程 (2)中可得如下方 

程 ： 

(￡)—v=0 (3) 

方程 (3)的解￡ 就是结构下部索杆在零状 

态时需施加的初始应变值。本文利用牛顿法的思 
加】

， 来构造方程解的迭代计算公式。将方程 

(3)改写为以下函数表达式： 

厂(￡)=Ⅳ_Ⅳ_ (￡) (4) 

在构造牛顿迭代计算公式时，需求解上述函 

数的一阶导数。由于 为隐式表达式，且与施工 

张拉工序有关，直接求其导数的难度较大，故在 

迭代过程中将函数 (4)的一阶导数用差分的形 

式来表示，写为： 

， ( )= ~N_ i-XN (5) 

式中：f表示计算迭代的次数 (f=1，2，3⋯)； 

E和W分别表示第 f次迭代计算时索杆单元在零 

状态下所需的初应变值与张拉完成后在初始态下 

的内力值； ￡为迭代初始值；。￡、oⅣ无实际物理 

意义，都取为零。 

仿牛顿公式，对方程 ，(3)求解的迭代计算 

公式可以构造为： 

一  

W-i-W (6) 
t8 l8 

oe=ON_--0 

在迭代计算过程中，迭代终止的判断条件 

为，结构下部索杆的内力计算值与已定预应力值 

之差的最大范数小于计算精度要求，可表示为： 

II W一Ⅳll ≤6l (7) 

式(6)与式(7)就是找力计算过程中所需的计 

算公式与收敛判断条件。具体的计算流程见图2。 

o 

( 开始 ) 
● 

利用已知参数建立计算模型，根据不同的问题类型 

给定各自所需的计算精度6。( ) 

储仔结 柯倚求 量明值 卜  

I 进行有限元计算 I 
I 

+ 

计算结果提取 

利用公式 (14) 

更新几何 

是 
． 

＼ 要求?／  
七一。 

更新初始应力 I 

k=l 

； 是 否 

图2 计算流程图 

2．2找形问题分析 

由于弦支穹顶结构的节点数目较多，所以找 

形问题较找力问题复杂，但同样可以利用找力的 

思想来进行问题的分析。对于弦支穹顶的找形问 

题，在利用上述找力的算法进行迭代计算时，为 

了方便，其迭代的初始值一般取已知的结构几何 

构形，初值的选择范围较小，这样对于只有局部 

收敛性的牛顿法来说，当初值选择离精确值较远 

时可能导致算法不收敛。在不改变计算初值的情 

况下，为了确保求解过程的收敛性，可以对牛顿 

法进行改进而采用牛顿下山法或类似文献[1 1】中 

所述的在牛顿法基础上，结合线性搜索和回溯的 

方法。甚至可采用算法简单、收敛性总能得到保 

证的逐步搜索法进行计算，但计算速度较慢。下 

面以初始态下的几何构形 与零状态下所需施加 

的初应变 ( )均已知的第5种问题为例，来推 
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导结构的找形计算公式。 

当结构零状态下的几何构形G 确定时，对结 

构施加确定的初应变张拉成形后可得到确定的初 

始态下几何构形GB。确定的 L施加一定的初始应 

变计算后便可得到确定09GB，这样可将GB写为 

G 的函数表达式： 

GB= (GA) (8) 

结构确定 时准与零状态下施加的初应变值 

( )有关。 

当结构按施工假定要求张拉完成后，初始态 

下结构的几何构形达到几何构形已知值，这时可 

写为如下的方程式： 

G 一G=0 (9) 

式中：G表示结构 (或部分结构)几何构形已知 

值。 

将函数 (8)代人方程 (9)中可得： 

(G )一G=0 (10) 

方程 (1O)的解G 就是所需求解的零状态 

下结构几何构形。将方程 (10)改写为以下函数 

表达式 ： 

，(JGA)= (JGA)一G (11) 

式中： 为结构的计算次数；JGA为第_『次计算时 

结构在零状态下所采用的几何构形。 

结构在第，次张拉过程中产生的位移 可以 

表示为第
．
，次张拉过程中初始态下几何构形与零 

状态下几何构形的差值： 

JU= (JĜ )一 GA (12) 

将式 (12)代人式 (11)可得： 

f(JGA)=JGA+JU-G (13) 

为了计算方便对方程 (1O)求解的迭代计算 

公式可以简单地构造为： 

“ GA= GA-f( GA)=G- U(14) 

在计算过程中，计算结束的准则为初始态下 

结构几何构形与已知值之差的无穷范数小于计算 

精度要求，可表示为： 

}I GA+， G II ≤ (15) 

式 (14)与式 (15)就是找形过程中所需的 

计算公式与计算结束判断准则，具体计算流程见 

图2。方程 (10)的迭代计算公式可以构造为与 

。 

找力计算相似的公式，也可以在收敛速度与收敛 

适应性等方面对其进行改进，使其对初值的选择 

范围扩大，计算的收敛性增强。 

2．3找力+找形问题分析 

这类问题，零状态下的几何构形与所需施加 

的初应变 ( )都需求解，在找力的同时需进行 

找形分析，由于结构的几何构形与内力相互耦 

合，所以求解计算较为复杂，文献[3，6】各给出 

了一种计算流程，算法思想不尽相同。为了能够 

有效地利用上述两个问题的计算方法与求解思 

路，在求解过程中本文认为可以采用以下3种途 

径来将上面的找形问题与找力问题结合在一起来 

解决找力+找形问题： 

(1)将找力问题完全嵌套在找形的计算 

中，每次的找形是在找力完成的基础上进行 (在 

找形时假定零状态下所需施加的初应变 ( )已 

确定 )； 

(2)将找形问题完全嵌套在找力的计算 

中，每次的找力是在找形完成的基础上进行 (在 

找力时假定零状态下的几何构形已确定)； 

(3)找力与找形同时进行。 

经过计算对比可知第1种与第2种分析方法的 

力学概念清晰，但计算量较大。第3种方法虽没 

有对耦合进行特意处理，但也可达到解决问题的 

目的，且计算量较少。 

本文采用第3种方法对这一问题进行处理， 

具体计算流程见图2。在计算流程中主要包括了 

两个模块：找形模块与找力模块，分别使用时可 

以解决找形问题与找力问题。流程图将三类问题 

有机地统一在了一起，可根据问题类型的不同而 

设置相应不同的参数来分别求解。 

3算例 

图3所示为一弦支穹顶，下部结构中构件的 

位置与截面面积分别见图3与表1，网壳中的杆件 

均采用准377×12mm的圆管。网壳中构件和下部 

撑杆的弹性模量为2．06×10̈N／m ，密度为7．85 

×lo％／m3；下部索的弹性模量为19×101 N／m2， 

密度为6．55×10 kg／m 。 
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图3所示几何构形为已知几何构形G，假定结 

构采用张拉斜索成型，当结构施工张拉完成后， 

要求各圈环索的内力值由内及外分别为500kN 

(Hs1)、1000kN(Hs2)、2500 kN(Hs3)，这 

便是结构初始态下的已知内力Ⅳ。 

利用这一计算模型，分别对上述三类形态分 

析问题中的找力问题与找力+找形问题进行计算 

分析。 

图3 模型计算简图 

表1 构件截面面积 

环索 截面积 (m2)斜索 截面积 (m2)撑杆 截面积 (m：) 

3．1算~)tJl找力分析 

如果结构在施工放样时按上述已知几何构形 

G来进行，张拉结束后结构的各圈环索内力达到 

上述内力已知值Ⅳ。此时已知的状态参数即为： 

零状态下的几何构形G 与初始态下的内力 。这 

是形态分析中的第2种问题，属于找力问题。利 

用找力计算公式按计算流程对结构进行找力分 

析，计算结果见表2。在计算结果中零状态下的 

FA以所对应的应变给出，在计算过程中采用的 

是斜索张拉成型，斜索为主动张拉单元，所以 

在计算时只对斜索进行了预应力的施加，在零 

状态下表现为仅斜索施加初应变。利用计算结 

果绘制了Hs3的内力在找力迭代过程中的变化曲 

线见图4。 

表2 找力计算结果 

’

索杆 零状态下初应变 (×10 ) 初始态下内力值 (kN) 

编号 G Xs Hs G Xs Hs 

一 88．6Ooo 196．910 500．000 

— 156．648 383．620 1000．0oo 

一 346．O0o 938．930 250o．000 

，- 、 

Z  

一  

Z 
k  

迭代次数 

图4 找力迭代计算过程图 

3．2算例2找力+找形分析 

如果结构在施工张拉结束后结构的几何构形 

为已知几何构形G，结构各圈环索内力值为各环 

索内力已知值Ⅳ。此时已知的状态参数即为：初 

始态下的几何构形 与初始态下的内力 。这是 

形态分析中的第7种问题，属于找力+找形问 

题。按计算流程对结构零状态下的几何构形 

(G )与所需施加的初应变 ( )进行计算。 

两个状态下结构的力参数计算结果见表3，这里 

同样在计算过程中采用的是斜索张拉成型，斜索 

为主动张拉单元，所以在计算时只对斜索进行了 

初应变施加，在零状态下表现为仅斜索有初应 

变。由于结构的节点与单元较多，限于篇幅本文 

仅将9个控制节点的坐标、6个控制单元的单元长 

度 (见图3)在两个状态下的值列于表4与表5。 

在表5中节点的上下分别指结构上部网壳中的节 

点与对应的下部索杆下节点。Hs3的内力值和控 

制节点f的z向坐标值随迭代计算的变化曲线分 

别见图4与图5。 

由表2与表3可以看出，结构在两个状态下的 

力参数在大小与分布上相差较大，这主要是由于 

在张拉过程中内力发生了重分布，其他被动张拉 

O  O  O  
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2  3  4  

O  O  O  

1  2  3  
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单元也会产生一定的内力。内力重分布的发生会 

对由结构在零状态下所需施加的初应变 ( )换 

算成的应力造成较大的损失，所以在分析计算时 

对结构进行找力分析是必需的。 

由表4可以看出，找形计算后结构在两个状 

态下各单元长度之差甚小，这样的下料长度，对 

施工的精度要求很高，一般很难得到保证，所以 

结构在建造过程中完全可按已知的结构几何构形 

进行下料。这可能也是文献[4】得出了弦支穹顶不 

需进行找形分析结论的一个原因。但由表5可以 

看出，两个状态下的节点坐标之差较大，上部网 

壳结构中的最大差值为36．2rmn，下部索杆节点的 

最大差值为56 mm。从这一点上看，如将已知几 

何构形作为初始态时结构的几何构形，那么结构 

的找形分析也是必需的，放样安装时应该按找形 

后的计算结果进行。 

由图4、图5可以看出，本文的计算方法迭代 

收敛较快，且找力较找形要快。同时找形+找力 

与单纯的找力迭代次数基本一致，这说明下部索 

杆的内力与结构整体几何的相互耦合性较小，这 

也说明，这种将找力与找形同时进行的计算方法 

有效可行。 

表3 不同状态下的索杆内力值 

索杆 零状态下初应变 (×10- ) 初始态下内力值 (kN) 

编号 G Xs Hs G Xs Hs 

1 O 2．955 0 -88．950 197．2o0 50o．Oo0 

2 O 3．049 0 -156．620 384．100 1Ooo．Oo0 

3 0 4．413 0 —345．030 940．470 2500．o(】o 

表5 不同状态下的控制节点坐标 

吕 

12·212 

12．208 

譬 
《 12．204 
磊 

0 

迭代次数 

图5 找形迭代计算过程图 

o 

4结论 

(1)本文提出了弦支穹顶的11种形态分析 

问题 ，并根据结构已知条件的不同，将这些问 

题分为三类 ：找力、找形和找力 +找形。这些 

问题基本覆盖了结构实际中可能存在的形态分 

析问题。 

(2)通过对三类问题的具体分析，分别得 

到了针对不同问题的具体计算公式，利用计算 

公式能有效地解决各种形态分析问题，且计算 

速度较快。 
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