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预应力梁横向振动分析的模态摄动方法 

楼梦麟 洪婷婷 
(同济大学土木工程防灾国家重点实验室 上海 200092) 

摘 要：以预应力简支梁为例，分析了预应力在梁的横向振动过程中的变化，建立了预应力粱横向弯曲振动 

的微分方程。采用模态摄动法，进一步推导出预应力梁模态特性的近似分析方法，把复杂的变系数微分方 

程的求解转化为线性代数方程组的求解，从而有效地简化了计算过程。最后通过算例，讨论了预应力对梁 

的横向振动特性的影响。计算结果表明：当施加预应力的位置有较大的偏心距时，预应力对梁的自振特性 

有较大的影响。 
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目前，预应力结构已经广泛地应用于工业民 

用建筑和交通运输建筑中 J。预应力的存在，对 

结构的静力和动力特性均会产生影响。预应力对 

结构的静力影响已经有了不少的研究 曲j，但由 

于预加力对梁的横向振动的影响较为复杂，相关 

研究工作 ji丕不够深入。本文从建立预应力梁的动 

力平衡方程开始，研究施加预应力后梁的动力特陛 

的分析方法并且讨论预应力对梁自振特陛的影响。 

1预应力梁横向振动方程 

如图1所示，在预应力钢筋混凝土简支梁的 

两端钢筋的锚固点作用一对预加力，偏心距为 

已。由于是偏心受压，那么在两端面上除了一个 

轴压力 外，还有一个附加力偶，其初始值为 

=poe。梁的振动过程中，由于梁的动变形，使得 

梁两端的预加力有一定的变化。因此，可设 

P=P0+Ap 

M=pe=(P0+Ap)P (1) 

一 业 J 

P ＼ 已 
、1＼ I f＼ 

图1 预应力梁 

在 自由振动条件下，预应力梁的横向弯曲振 

动微分方程 为： 

嘉[ )窘]+a 2(py)一 a2M+ =。(2) 
式中El(x)为梁的抗弯刚度，m为梁的单位长度质 
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量， 为振动位移。把式 (1)代人式 (2)得 

5[EI(x)a~⋯ Y2 J+ + 一 一 

+ ) ：0 (3) 

若假定所考虑的是均匀梁，梁的截面抗弯刚 

度日 和单位梁长的质量m都为常数，同时 和 

也为常数，而 Ap和y为坐标X的函数。一般认 

为 远小于e，因此 Apy远小于Ape，可以忽略 

不计。这样，式 (3)式为： 

雾+ 一 =0 4， 
2 A p(X)的计算模型 

Ap是随振动位移的变化而变化的预加力改 

变量，它对梁振动的影响表现在式 (4)中的最 

后一项，减小了梁截面上的剪力，这一剪力的大 

小还与偏心距成比例。为使方程可解，需建立起 

Ap与Y问的联系。这一关系较为复杂．本文假 

定Ap与梁的振动位移Y成正比： 

y(x)=O(x)Ap(x) (5) 

式中系数D )在不同截面X处是不同的，可通过 

结构力学中的图乘法 j力Ⅱ以确定。下文以简支梁 

为例，说明图乘法的实施过程，对于其它端部条 

件，图乘法的实施过程是类同的。 

在梁上任一点作用横向集中力F，则由图乘 

法可得锚固点产生的水平位移： 

=J． dx一、．SM P=击 (1-x)eF(6) 
而在锚固点作用单位力引起该锚固点的水平位移 



 

憎_= =__ ■ _==] 《嵌左 技末》20 1 o年第1期总第78期 第三石改馆谤优秀顿左方论文奖专是 卜．_
— —  二_! 

口J由 F式计算 ： 

璧 + ：芳+云 ㈩ 
由力F引起锚固力变化为： 

= ， 

式中：i=√ ，为截面惯性半径。 
力的作用点处梁的位移为 

= ， (9) 

由式 (8)和 (9)可得： 

：  △p (1o) 3EI
e 、 

同时根据位移互等定律，△p在F作用点处产生的 

向上位移 卸为： 

y,~p-- Ap ⋯ ) 

由 卸= 一 △p与式 (10)和 (11)，可得梁 

x处的实际位移为： 

△p ) 

所以 
1  ^  

D∽：(_； · (1-x)： 1 (，。 )(13) 
其中：K： 

( 4i ) 

将式 (5)和式 (13)代人式 (4)可得 

a,y
+m  

02y 

。一 )黪+ 
8Y

一  ⋯  

上式为梁在预加力作用时的无阻尼自由振动 

方程。可以看出，由于预加力的作用，使梁的横 

向振动~LBemoulli—Euler梁 (简称B—E梁 )要复 

杂得多。即使是均匀梁，其横向振动方程也成为 

变系数的复杂微分方程，求解难度增加。众所周 

知，均匀等截面的B—E梁的横向自由振动方程为 

E／3 
x
-- ~

V

堋  =o (15) 

显然，偏心施加预应力的影响在式 (14)中 

表瑚．为最后3项 ．因I 不考虑预府力对粱振动特 

性的影响是不尽合理的，但影响程度如何需要深 

入研究。 

3预应力梁动力特性的求解方法 

获得式 (14)的解析解是十分困难的，文献 

【8，9]中假定△p与梁中点振动位移 成正比 (即在 

式 (12)中取X=／／2)，从而得到振动方程为 

+ 窘 。一淼 瑶=。c·6 
此时可解得梁的自振频率为 

：  ·(竽 (17) 
其中 

=  咯+c ， ， 
本文对式 (18)作一些讨论。从式 (18)可 

以看出，预加压力 使梁的自振频率减小，而预 

加力 的偏心距e使梁的 自振频率增大 ；将式 

(18)写成如下形式： 

∈= · ≈ 

l一吉( ) 台(1 (19) 
其中： ： ．—  

o ， (P 4i ) 

从上式可以看出，由于，z在分母中，所以随 

着振型阶序，z的升高，预应力对梁自振频率影响 

迅速减小。同时还可以看出，当 >l时，偏心距 

e的影响大于预加压力P 的影响，预应力的总效 

应使梁自振频率增大，反之当 <1时．预加压 

力P 的影响大于偏心距e的影响，预应力的总效 

应使梁自振频率减小。 

对比方程 (14)和 (16)可以看出，偏心距 

的影响还出现在式 (14)中的4，5项中，特别是 

)，前的系数为负值，表明此项相当于沿梁有一作 

用系数为负的分布弹簧，它使梁的自振频率减 

小。这就说明偏心距对梁振动特性的影响是复杂 

的，为更为全面地了解这种影响，应直接求得方 

程 (14)的解。本文不采用文献[8，9】的上述假 

定，应用模态摄动法 ‘蜘直接建立求解式 (14)的 

近似方法。 
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模态摄动法的基本思路是：把预应力梁看成 

B—E梁经过参数修改后的新系统，这样就能在B— 

E梁分析的基础上，近似地获得问题的解。模态 

摄动法求解过程如下：设B—E梁的各特征值为 

=  的主模态函数为 f )。假定预应力梁的 

特征值和主模态函数由B—E梁相应阶序的特征值 

和主模态函数经过摄动而得，即： 

l=九j+△九 
， =( +△( (20) 

其中 ： ，摄动变量 △ 为除 之外B—E 

梁的其余主模态函数的线性组合：△ =∑西『目，， 
，一 
J≠l 

由于B—E梁有无穷多个主模态，但在一般情况 

下，取有限个低阶主模态进行近似计算，即F／为 

正整数。将式 (20)代人式 (14)，并在两端左 

乘 (k=1，2，3，⋯，，2)后沿全梁积分，利 

用B—E梁主模态的正交性条件，可得一 ，z维非线 

性代数方程组： 

( ]+△ f ]){q}= ) (21) 

式中共有，z个未知数，即△ ， =1，2，⋯， 

，z，j#i)， 

且有 

]=【Ql】+【Q2】+【Q3】+￡，[Q5】一~．imiQ4】 

]=一m[Q ] 

fQl1f+Q2lf+Q31 z1 

【p{1=一{Ql2f+Q；2f+Q32f} 
【Ql f+Q f+Q3 f J 

【Q _J= 

[Q2]_ 

[ 1_ 

Ql12 
Q】22 

● ● ●  

Q1f2 
● _ ●  

Ql 2 

Q211 Q212 
Q22l Q222 

Q2̈ Q 2 

Q 2，ll Q2，I2 

Q31 
Q32 

● ● ● 

Q3f 
● ● ● 

Q3 

Q3l2 
Q322 

● ● ● 

Q3f2 
● ● ● 

Q3 2 

⋯ 0 ⋯ Q1l 
⋯ 0 ⋯ Ql 

⋯

0 ⋯ Q1 

⋯ 0 ⋯ Q1 

⋯ 0 ⋯ Q21 
⋯ 0 ⋯ Q2 

⋯

0 ⋯ Q 

⋯

0 ⋯ Q 2，2 

⋯ 0 ⋯ Q3l 
⋯ 0 ⋯ Q3 

⋯

0 ⋯ Q3 

⋯ 0 ⋯ Q3 

[Q4】=diag[Q41l，Q422， 

【Q5】=diag[Q51 1，Q522， 

[Q6】=diagiQ61 l，Q622， 

= q2"""qi-1 

其中： 

Q
⋯

J0(1 一 ) ) (x)dx 

Qz肼= ( ) ) ) 

Q3舡= 女 ) f )dx 

Qnki=I ) (x)dx 
U  

， ⋯  

Q5舡=1 ) ) 
U  

式 (21)为一非线性代数方程组，可采用迭 

代法求解IJ⋯，在求得未知数后，不难利用式 

(20)获得预应力梁的自振频率霹和振型 (即模 

态特性 )。 

4数值验证 

取 简 支 梁截 面宽 度 b=3 0 0 in 1TI，高度 

h=600mm，梁长L、预加力P 和偏心距 e在计算 

中取不同值，以讨论这些参数的影响。在此算例 

中采用3种不同方法计算预应力简支梁的自振频 

率。这3种方法分别是： (1)不考虑预应力影 

响 ，即按B—E梁计算； (2)文献[8，9】方法 ； 

(3)本文建议的模态摄动法，表1～表3给出了相 

关的计算结果。各表中：误差1=(文献[8]计算结 

果一本文计算结果 )／本文计算结果，上述计算并 

不是表示本文方法所得结果为精确解，只是表示 

两种方法结果间差别的大小；误差2=(B—E梁计 

算结果一本文计算结果 )，本文计算结果 ，误差 

3：(B—E梁计算结果一文献[8】计算结果 )／tic献 

[8】计算结果，为B—E梁分析结果分别与其他两种 

分析方法结果之间的比较，能够反映不考虑预应 

力影响所能产生的误差趋势。 

表1中列出了用不同预加力P 对梁自振频率 

的影响，其中e=100mm，L=10m，L／i=57．735。 

“误差1”一栏中的数据表明，按方法2和方法3 

计算所得的低阶自振频率间将有较大的差别。从 

一 一 一 一 
『 



表中 “误差2”和 “误差3”两组数据可看出：当 

偏心距较小时，按本文方法计算，预加力大小变 

化对梁的各阶自振频率的影响不大，按B—E梁计 

算不会产生较大的误差。但按文献[8]方法计算， 

预加力大小变化对梁的基频有较大的影响。 

表la 不同预加力p。对梁自振频率的影响 (p。=200kN) 

表1c 不同预加力p。对梁自振频率的影响 (p。=800kN) 

对于矩形截面梁，f_h／2√3，则K：6EIe 

／(eZ+4i )=1．5Ebh ／(3e／h+h／e)，可见 e／h 

是响梁自振频率的参数之一。表2中给出了不同 

大小的偏心距 e对梁自振频率的影响，其中P 

=500kN，L=10m，L／i=57．735。分别取偏心距e 

= 50、100和200ram，其中e=100mm时的计算结果 

已在表lb中列出，其它两种计算工况的结果列于 

表2中。从表2和表lb中的数据可看出：预加力P 

偏心距的大小对梁的各阶自振频率的影响较大， 

偏心距越大，按B—E梁计算产生的误差也越大。 

下面进一步考察不同长细比对梁自振频率的 

影响，计算中取 Po=500kN，e=100ram 。梁长 

L=10、18和24m，其中L=10m时的计算结果已在 

表1b中列出，其它两种计算工况的结果列于表3 

中。从表3和表1b中的数据可看出：随着梁的长 

细比增大，预加力对梁的基频的影响加大，按B— 

E梁计算产生的误差也越大。． 

表2a 不同偏心显 对梁自振频率的影响 

(e=5ore，e／h=O．083) 

5结论 

由以上几组数据可得到一些初步认识，预加 

力对预应力梁的动力特性有一定的影响，特别在 

预加力的偏心距较大或梁的长细比较大时，对梁 

的基频影响较大。因此，在比较重要的大型预应 

力结构的动力反应分析中应关注预加力的影响。 

比较本文和文献[8，9】的方法，文献【8，9】方法较为 

简便，但仅适用偏心距很小盼隋况。对预加力偏 

心距或长细比较大的预应力结构．在计算梁的第 
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一 阶 自振频率时，该方法有可能会产生较大误 

差，建议在重要的预应力结构中采用本文所阐述 

的方法。应该指出，本文方法是在理论推导下建立 

的，有待进一步通过实验或实测结果进行验证。 
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(2)由于体外索的作用，体外索钢箱一混凝 

土组合梁混凝土板上缘的压应变增长率相对较 

低，破坏过程平缓，特别是在接近极限状态时， 

体外索力的作用减少了脆性破坏程度。这对于承 

受动载的桥梁结构来说，是有利的。 

(3)从试验实测混凝土翼板应变分布结果 

可以看到剪力滞效应是随着荷载的增加而变化的， 

并不是常量。这个实测结果为剪力滞效应的非线 

性分析提供了试验依据。 

(4)钢箱与混凝土的界面最大相对滑移出 

现在约L／4跨附近，跨中相对滑移较小。通过合理 

设计，跨中界面相对滑移可以控制到很小，在极 

限状态分析中可近似不计界面滑移的影响。 

(5)跨中体外索应力的增长特征与跨中位 

移增长特征很相似，实际上这反映出体外索的应 

力随组合梁变形的增大而增加的特点。跨中体外 

索应力与混凝土翼板上缘最大压应变有紧密的关 

系，可拟合分析其曲线关系，作为体外索应力计 

算的试验依据。 

(6)由试验所测沿截面高度的应变分布可 

见，当钢箱与混凝土的界面相对滑移较小时，平 

截面假定基本成立。此时，在截面非线性分析模 

型中可采用平截面假定来计算混凝土和钢箱的应 

变，这简化了分析，误差很小。 

(7)根据试验结果 ，混凝土翼板上缘压应 

变及钢箱底板拉应变沿截面宽度方向呈非线性分 

布，这体现了剪力滞效应 ，在截面非线性分析中 

Saiid M。Hutehens E．Gardella D．Bridge prestress losses in 

dry climate加．Journal of Bridge Engineering，ASCE，1998， 
3f3)：l11～l16． 

Kim J—T．Yum C-B，Ryu Y-S． Identification ofprestress— 
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SaiidM．DouglasB．FengS． Prestressforoe effecton vibration 

frequency of concrete bridges fJ1．Journal of Structural 

En neering，ASCE，l994，l2Of7)：2233—2241． 
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extemal tendons fJ】．Journal ofStructural Engineering，ASCE， 
2ooO， 126f91：1030～1037． 
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黑龙江科技学院学报，2002，12(3)：37～39． 
“u Hongwei，Zhang W ei，Zhuang Huiping．Dynamic analysis 

of prestressed beams⋯．Journal of Heilongjiang Institute of 
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Journal of Mechanics，1997，18(31：234～240．(in Chinese1 

必须考虑这种非线性分布特点。 

(8)基于截面静力平衡条件 ，选取合理的 

混凝土和钢箱钢材的应力一应变曲线，可建立一 

组求解 ∈的二次方程，并解出极限状态下截面的 

等效相对受压区高度 专 然后可求得截面抵抗 

弯矩计算值 M 。经与试验结果相对比，本文建 

立的极限强度计算公式精度高，且偏于安全，计 

算相对误差仅为一1．4288％。 
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