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基于群论的预应力结构广义特征值分析 
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摘 要：由于常规自振分析方法未能充分利用结构的固有对称性，当结构自由度增加时，计算消耗显著提 

升。本文基于群论方法，提出一种分析对称型预应力结构动力特性的高效方法。首先，结合一致质量矩阵 

及切线刚度矩阵建立了预应力结构的广义特征方程，并考虑初始预应力对结构的影响，以求鳃结构的自振 

频率及振型。随后，建立对称坐标系，将刚度矩阵及质量矩阵分解为一系列分块对角化矩阵。由于各分块 

子矩阵相互独立，广义特征值问题的求解难度显著降低，从而能高效求解结构的自振频率及相应振型。数 

值算例阐明了所提出方法的基本计算过程及显著优势。与有限元结果及常规方法所得结果比较后可知，基 

于群论的对称方法准确、高效。 
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1前言 

现代预应力结构主要由索、杆、梁等构件组 

成，在世界各地逐渐得以应用，它们因其独特的 

结构外形以及较强的跨越能力受到建筑师和结构 

师的青睐。通常，在初始态下这些预应力结构包 

含内部机构位移模态，当施加合适的预应力后，形 

成一定的结构刚度，从而达到稳定的平衡状态。 

最近，预应力结构受广泛研究，主要包括形 

态分析 (Pellegrino and Calladine 1 986；Pellegrino 

1990)、稳定性分析 (Gunnar 1999；Zhang et a1． 

2009b)以及优化分析 (Yuan and Dong 2003； 

Kitipornchai et a1．2005)等。然而，针对现代预 

应力结构的动力分析研究却极少。实际上，对于 
一 个结构而言，固有振动是非常重要一项内在力 

学特性，它直接影响结构在动态作用下的反应。 

因此，有关预应力结构固有振动特性的分析十分 

重要。有学者采用有限元方法分析了Giger型索穹 

顶的自振特性 (Luo andWang2005)，研究已经 

发现该类型结构的自振频率相当低，并且分布集 

中。Zhang等人 (Zhang2007)对张弦梁结构的固 

有频率进行了研究，文中解释说明了索结构的张 
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学优秀博士学位论文基金项 目(YBJJ1025)、江苏高校优 
势学科建设工程资助项 目 ’ 

o 

拉以及不同边界条件对动力特性的显著影响。 

wu和Sasaki(wu and Sasaki 2007)采用数值方法 

对索拱结构的静态和动态特性进行了研究，他 

们所求得的拱的固有振动的结论与试验值吻合 

非常好。 

从数学角度来看，结构的自振频率可以通过 

求解关于结构切线刚度矩阵和质量矩阵的广义特 

征值方程直接获得。然而，由于结构自由度的增 

加，计算需求也显著增加。在这种情况下，我们 

必须采取有效的求解方法。Kaveh和Rahami 

(2007a，b)研究了三对角线矩阵和五对角线矩 

阵，并且提出了有效的分解方法。之后，有学者 

提出了结合拓扑学和图论的数值解法，用于解决 

圆柱形网格结构的特征值问题 (Kaveh and Rahami 

2008)。由于大部分结构要么是对称的，要么是 

由重复的子结构组成，群论可有效简化这些对称 

结构的广义特征值分析。在物理和化学领域，基 

于群论的对称学方法已经被证明是一个非常强大 

的数学工具 (Ceulemans and Fowler 1991)，然 

而，在土木工程领域却鲜有应用。最近几年，群 

论逐渐被用于一些结构力学的研究 (Healey and 

Treacy 1991；Zingoni 1996，2005，2008；Mohan 

and Pratap 2004；Kaveh and Nikbakht 2007，2010； 

KavehandRahami2010a)。Kangwai等人 (Kangai 
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et a1．1999)具体解释了如何运用群论求解对称 

结构的对称坐标系。最近，也有文著综述了群 

论方法在结构工程分析研究中的应用情况和优 

点 (Zlokovic 1989；Zingoni 2002，2009) 。 

然而，很少有研究涉及到对称型预应力结 

构的求解，这是由于预应力结构借助合理的预 

应力来获得其自身稳定。Pandia Ra；和Guest 

(Pandia Raj and Guest 2006)利用群论来简化张 

拉整体结构的找形过程。他们发现，平衡矩阵 

和应力矩阵均能够被对角化。Kaveh等人 (Kaveh 

et a1．2010)利用图论进了预应力索网结构的频 

率分析，其中相关矩阵可实现完全的分块对角 

化，因而能高效地获得自振频率。在此研究基 

础上，本文将对具有复杂对称性的现代预应力 

结构进行更为系统的广义特征值分析。 

2基本理论 

2．1基本假定及广义特征值方程 

需指出，文中采取以下假定： 

(a)所有节点均视为铰接连接； 

(b)索和撑杆假定为直线单元 ，且应力一 

应变关系为线弹性； 

(c)各单元自重平均分配到两端； 

(d)结构的固有振动模式为简谐振动。 

忽略阻尼作用，预应力结构的广义特征值 

方程为： 

K4,一 西= =0 (1) 

式中， 为具有m个节点的d维结构 (d=2或 

d=3)的mdXmd对称质量矩阵； 

K~tlmdXmd对称切线刚度矩阵； 

为结构自振频率构成的向量； 

为相应的md X 1振型矩阵。 

具有b个单元的预应力结构的切线刚度矩阵 

可以写成： 

K=HGH'+(C fC)⑧ (2) 

式中，助 md×6平衡矩阵，描述单元内力与节 

点外力的关系； 

G为b×6对角矩阵，其包含单元的修正轴向 

刚度 (Guest2006；Zhang et a1．2009a)； 

Idea×d的单位矩阵i 

o 

表示克罗内克积； 

-i-：t／，是6×6的应力矩阵，它反应了单位长 

度的应力等级f，，为长度矩阵； 

C是b×m的拓扑矩阵，它描述了几何拓扑关 

系，如果单元 k连接节点 f和，，那么矩阵的第 

f行、，行、七行分别为1、一1和0。 

2．2群论及其矩阵表示 

采用群论方法 (Kaveh and Nikbakht 2007； 

Zingoni 2009)或图论一代数方法 (Kaveh and Fazli 

2010；Kaveh and Raham 2010b)，能够对对称结 

构进行深人系统的研究。本节，首先将对群论及 

其矩阵表示的概念作一些简单介绍。 

群集G={gi，i=1⋯2 ，z)是系列独立元素的集 

合，并满足以下四项准则： 

(i)必须包含单位元素：存在ECG，对于 

任何元素gi CG，总存在gi· ·gi=gi； 

(ii)任何两个元素的运算结果仍是群集的 

元素，例如 c G，g2 c G，那么gl·g2 c G； 

(ijj)每个元素在群集中都有其逆元素，如 

g1c G，则g一1C G，反之亦然； 

(iv)群集元素遵循结合律，例如： (g · 

g2)‘g3=g1。(g2·g3)。 

为了描述一个结构的对称性，我们将各个对 

称操作视为群集的独立元素。对称操作是一种特 

定的操作，在对称操作下，结构变换后的几何构 

型与原几何构型完全等效 (几何上无法识别 )。 

我们可以用矩阵的方式描述在对称操作下节点坐 

标x的变换和节点荷载F的变换： 

X-RX， F=RF 03 

式中， 和F分别是在对称坐标系下节点坐标矩 

阵和节点荷载矩阵，矩阵只是对应的转换矩阵。 

在对称操作作用下，转换矩阵尺可表示为： 

R=Sy⑧ r (4) 

式中， 、，是描述一个结构固有对称性 ×m的拓 

扑矩阵。在对称操作下，若将笛卡尔坐标系中某 

节点
．
／转换到节点 ，则拓扑矩阵可通过取第／行 

与第 行分别为1和0获得。，．是从节点，坐标转换 

到节点f坐标的d×d的局部转换矩阵。在此，以 
一 个简单的二维对称索杆结构为例，如图1所 
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示。在绕原点0旋转丌角度的对称操作下 (用C2 

表示 )，节点l到节点6分别由初始节点3、4、 

1、2、6和5转换而来。因此，对这一特定的对称 

操作，转换矩阵表示为： 

R= 

O 0 

0 O 

l 0 

0 1 

0 0 

0 0 

2 

图1 二维C2 对称索杆结构 

在对称操作 (C，)下，公式 (5)中2 X 2的 

局部转换矩阵，．使得每个节点的X和 轴变成相 

反的方向。实际上，所有类似于公式 (5)中的 

转换矩阵均为稀疏矩阵，因此能够被继续化简， 

其分解后的子矩阵被称为不可约表示 r 。当 

然，对于不同的点对称群，所对应的对称操作、 

不可约表示均能够从一些群论书籍中直接查阅得 

到，例如参考文献Ahmann and Herzig(1994)和 

Kettle(1995)。 

在土木工程领域，传统的对称预应力结构包 

括周期对称性结构 (如重复的张拉整体结构)， 

或环向轴对称 (如索穹顶结构 )。需指出，周期 

对称结构中包含重复的基本单元，在同一方向以 

同等距离平移对称操作，移动结构所有的节点和 

单元。为了使用平移对称l生研究周期对称结构， 

需要忽略影响局部力学性能的结构边界条件。值 

得一提的是，本文仅考虑属于环向对称群C 的 

对称预应力结构。三种不同的对称操作构建了环 

向对称群 v：全等操作E，沿主轴逆时针旋转操 

作c (f=l，2⋯n一1)，以及沿包含相应主轴的 

。 

平面镜像操作 (7=1，2⋯n)。这 个对称操作 

满足群集的所有四个准则要求，因此能够构建成 

一 个封闭的对称群集。文中，以笛卡尔坐标系中 

的z轴规定为主轴，而平面xoy与用于镜像操作的 

镜面平面相互垂直。 

表1归纳了环向对称群C 的不可约矩阵表 

示。对称群 总计有2a+2个一维的不可约矩阵 

表示及P个二维的不可约矩阵表示，其中 

p： 兰 且 Q： 
w

w

h

h e

n

n n is 

e

o

v

d

e

d

n (6) 

表1 环向对称群 的不可约矩阵表示 r 

注：表中 。行与 行当且仅当 为偶数时成立，且表中 

Sik-~Sin(2 kilt)
， cos( ) 

2．3对称型刚度矩阵及对称型质量矩阵 

通过对群论中非常重要的广义正交定理，可 

以推导出关于一维不可约矩阵表示 r 的对称子 

空间 为： 

(∑I r ·尺I) (7) 

式中r 1，A2，Bl，BE，对称操 ，C'n，⋯ 
～

， 1，0"2，⋯ ，并定义函 ( )用于求 

解变量矩阵X的列空间。 

此外，关于二维不可约矩阵表示的对称子空 

间为： 

( ) (∑I r ( ， ) ·RI) (8) 

式中
．
，=l，2，且对称操作与式 (7)中相同。因 

此，用于将坐标和荷载转换到对称坐标系下的正 

交转换矩阵 ： 

∑ 1① r (9) 

随后，可将对称型坐标矩阵和外力矩阵写成 

如下形式： 

) 1 ● ●● J  

J )  

n o 
_一 c 

一 

、 ， 、 ，  兀 

o ． C S 

—．．．．．．．．．．．．．．．．．L ⑧ 

0  0  0  0  l  0  

(  

0  0  0  0  0  1  

0  l  0  0  O  0  

1  O  0  0  O  O  ● 
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， F=V (10) 

考虑到位移矩阵 可表示为节点坐标的线性 

变换，可以得出： 

~_V丁西 (11) 

因此，求得对称型刚度矩阵为： 

IV KV： (12) 

根据本文第2．1节所列的基本假定，可知单元 

和节点的自重与对应的节点相关。所以，与节点 

位移的转换矩阵类似，可将质量矩阵转换成对称 

型分解矩阵，即： 

MA
l— 

●

● 

0 

式 (12)和式 (13)表明，对称型刚度矩阵 

和对称型质量矩阵 已经被分解为分块对角化 

矩阵，并且包含了p+2 +2个沿对角线分布的子 

矩阵。因此，可通过独立求解每个子矩阵 及其 

相应的 ，求解相关矩阵的特征值，即： 

， -K, ---0 (14) 

式中 ， ，，⋯，￡ 。因而，我们可以有效获 

得属于对称子空间V(i)的白振频率 和自振模 

态 。由于相似变换并不改变矩阵的特征值，所 

以求得的特征值即为原结构的自振频率，也就是 

=(-Oi。原结构的自振模态可表述为： 

= V(i) (15) 

以上分析过程表明，原有的关于3m个 自由 

度的结构 白振分析可以通过独立求f~p+2oz+2个广 

义特征方程获得。 

3数值算例 

为了验证本文所提对称方法的准确性和有效 

性 ，本节将列出一些关于对称预应力结构的实 

。 

例。其中，结构构型 (主要是节点和单元的编 

号 )将合理排列，从而满足对称法的要求，并且 

便于生成对称拓扑矩阵 (公式 (4)所定义的 

S )。此外，利用传统方法进行了分析和比较， 

从而验证利用群论方法所得结果的可靠性。应当 

指出，对称法和传统数值法均运行于相同的硬件 

平台 (英特尔奔腾双核2．0GHZ)。在此还需指 

出，算例中除非特殊说明，索和撑杆的弹性模量 

分别为 =1．9e5MPa、 川=2e5MPa，所有单 

元的质量密度均为P=7850kg／m3。 

3．1 C 对称索杆结构 

首先，以一个简单的二维C 对称索杆结构 

为例，详细描述采用群论方法求解对称预应力结 

构自振频率的基本过程。结构如图1所示，图中 

给出了节点和单元的编号以及边界条件。水平索 

(单元1—2)和撑杆 (单元7—8)的松弛长度为 

￡ =2000ram，竖直索 (单元3—6)的松弛长度 

为L 1 4 1 4．2 1 ITI m。 索 的 截 面 面 积 为 

 ̂ ：5 0 0 m m 2，撑 杆 的截 面 面 积 为 

=3000mm2。我们对水平索施加初始预应力大 

小为100kN，其它单元的预应力大小可根据来 自 

平衡矩阵H的自应力模态来确定。 

由节点l一8构建成的G 对称索杆结构在以下 

对称操作作用下能转换成等效的构型：全等变换 

(E)、绕原点旋转7r(C，)、对 轴镜像 (盯 ) 

以及对Y轴镜像 ( ，)。四个独立对称操作{ ， 

C2， ，0"2}组成了对称群G 如表l(取，2=2) 

和公式 (9)所示，根据C 对称群中的不可约表 

示， ，对称索杆结构的正交转换矩阵 可推导求 

得，见式 (16)。 

V=0．5× 

． ， B， 

0 —1 0 —1：0 —1：0 —1 
一 l 0 ：1 0 ：1 0 一1 0 

0 1 0 一l 0 一l 0 1 
— 1 0 一1 0 ：一1 0 ：一1 0 

0 1：0 1 ：0 —1 0 一l 

1 0 一1 0 j 1 0：一1 0 
0 —1 0 l ：0 —1：0 1 

l 0 l 0 ：一l 0 ：一l O 

(16) 

矩 阵 中含有4个对称子空间 ，其 中在 

V( 1)中，荷载和位移完全对称；V( 2)中， 

它们为C2旋转对称；V(B1)中对称操作 。和 

～ 

0 ～ 

●

●

●  

他 

～ 

●

●

- 

～ 0 

～ 

3  

]●●，●● ●，●●●● ●●●一 

0  

●

●

● 

E  



i __ 《颓左 技末》2015年第5期总第112期 第五石玻谵拇优秀顿左方论炙奖获奖论文 
—  —  苎三= 

V(B2)中 2被继续保留。由此可知，对称型刚 

度矩阵和对称型质量矩阵可通过公式 (2)、 

(12—13)和 (16)计算求得 ，其子矩阵如表2 

所列。 

表2 子矩阵的对称匹配刚度矩阵以及质量矩阵 

塑堕 ! 竺! 

届c×一Eca~eAcable [ ] -0．7] 儿 引 

j 0][0．5 0][0．5 0][0．5 00 0．5 0 0．5 0 0．5 0 0．5] ～L ]} 【 J【 J【 儿 J 
分块对角化刚度矩阵 和质量矩阵 包含 

四个沿对角线独立分布的2×2子矩阵。因此，我 

们可以通过求解子矩阵 和相应的 (f- ， 

A，， ， )来求解特征值 ，具体公式如下： 
- z 

—  =0式r~i=A1，A，，B ，B，(17) 

应当指出，原结构共具有八个自由度，其频 

率分析被四个独立的二维问题所替代。表3详 

细列出了有预应力结构和无预应力结构的计算 

结 果。 

由表3可知，对称法求解结果与数值法完 

全一致。与此同时，对称法计算所耗时间仅为 

0．004S，而传统数值法所耗时间高达0．0156s。从 

数学的角度来讲，群论方法与传统数值法一样， 

但由于相关矩阵已被分块对角化，能够被独立求 

解，因而群论方法更为高效。 

对模型A和型B进行比较可以发现，由于第1 

阶自振频率完全依赖于预应力的等级，所以G 

对称索杆结构可通过预应力实现稳定。由于存在 

预应力，结构的低阶自振频率略增加了一些。 

图2描绘了结构所有的自振振型，并根据式 

(15)给出了各振型所属的对称子空间。图中短 

箭头表示各节点的相对运动趋势，可以发现结构 

振型与其对称子空间关联的对称特性一致。模态 

5和8具有全对称性 ，这是由于他们来自对称子空 

问 。类似地，模态1和4具有旋转对称性 ，模态 

3和7关于 轴对称，而模态2和6关于Y轴对称。 

表3 对称索杆结构的自振频率 

注：模型A与模型B分别定义为有预应力与无预应力结构。 

1 

： 

、也 一 一 一 一  

Mode 2，subspaceB2 

r、 

I ＼ 

I 

I 

I 

—  

I／ 

Mode 6，subspace B2 Mode 7，subspace B 

阿2 对称索杆结构的自振振型 

。 



3．2 C6v对称索网结构 

本节将分析一个由l2个节点和l2个索单元组 

成的三维索网结构，结构具有C6v对称性。图3给 

出了结构的节点和单元编号，并给出了由6个主轴 

线I-6(o广 )定义的对称边界条件。在此，取 

径向索 (单元1—6)的松弛长度为L =4000mm， 

环向索 (单元7一l2)的松弛长度NLr=3000mm。 

索的横截面面积均％tJAcable=1963．44mm2，所有单 

元的初始预应力大小均为566kN。 

＼cr5 

、 J 

／ } 、 

图3 三维C6v对称索网结构 

对称群C6v由12个独立的对称操作组成，即 

对称群{ ， ， ， ， ， ， ，cr2， ， 

0"4， 5， 6)。根据表1(取，z=6)和公式 (9)的 

不可约表示， ，对称索网结构的正交转换矩阵 

： 

[ A1)， 2)， 1)， )， 11)， 

12)， E21)， E22)】 (18) 

其中，各不可约表示关联的对称子空间如 

表4所示。 

由表4可知，正交转换矩阵 中存在8个对称 

子空间。节点荷载和位移在V(A，)中是完全对 

称的，并在 ( ，)中是旋转对称的。在 ( ) 

中沿轴1、3、5保持镜像对称及C 旋转对称；在 

( )中沿轴2、4、6镜像对称及 旋转对称。 

此外 ，结 构在 ( )中保 持o- 对称 ，在 

( 12)中保持o-4对称；它们在子空间 ( 1) 

中沿轴线1、4保持 旋转对称，在 (E，，)中亦 

保持C，旋转对称。 

由于所有非约束节点具有旋转对称属陛，结 

构的对称型质量矩阵仍然保持原对角质量矩阵不 

变，且矩阵中元素M=0．SpA∞6 ( ，)。表5 

给出了 ．，对称索网结构对称匹配刚度矩阵的 

子块 ： 

表4 对称索网结构的不同对称子空间 

对称子空间 矩阵表示 

At) 

A ) 

ⅥB1) 

Ⅵ曰 ) 

ⅥEI】) 

ⅥEJ2) 

E21) 

E22) 

[-0．41，0，0，-0．20，0．35，0，0．20，0．35，0，0．41，0，0，0．20，一0．35，0，一0．20，一0．35，0] 

[0，一0．41，0，～O．35，一0．20，0，一0．35，o．20，0，0，0．41，0，0．35，0．20，0，0．35，一0．20，0； 

0，0，一0．41，0，0，-0．41，0，0，一0．41，0，0，一0．4l，0，0，一0．41，0，0，一0．41 1 

f一0．41，0，0，0．20，一0．35，0，0．20，0．35，0，一0．41，0，0，0．20，一0．35，0，0．2O，0．35，01 

f0，一0．41，0，0．35，0．20，0，一0．35，0．20，0，0，一0．41，0，0．35，0．20，0， 一0．35， 0 20，0； 

0，0，一0．41，0，0，0．41，0，0，一0．41，0，0，0．41，0，0，一0．41，0，0，0．41 1 

『0，0，0，一0．43，一0．25，0，一0．43，0．25，0，0，0，0，一0．43，一0．25，0，一0．43，0．25，0； 

0，0，0，0，0，0．50，0，0，0．50，0，0，0，0，0，一0．50，0，0，一0，50； 

一 0．58，0，0，一0．14，0．25，0，一0，14，一0．25，0，一0．58，0，0，一0．14，0．25，0，一0．14，一0．25，0 1 

[0，0，0，0．25，一0．43，0，一0．25，一0．43，0，0，0。0，0．25，～0．43，0，一0．25，．0．43，O； 

0，一0．58，0，一O．25，一0．14，0，0．25，一0．14，0，0，一0．58，0，一0．25，一0．14，0，0．25，一0．14，0； 

0，0，-0．58，0，0，～O．29，0，0，0．29，0，0，0．58，0，0，0．29，0，0，一0．29 1 

【0，0，0，0．43，0．25，0，～0．43，0．25，0，0，0，0，一0．43，一0．25，0，0．43，一0．25，0； 

0，0，0，0，0，0．50，0，0，一0．50，0，0，0，0，0，0．50，0，0，一0．50； 

0．58，0，0，一0．14，0．25，0，0．14，0．25，0，一0．58，0，0，0．14，一0．25，0，一0．14，一0．25，0 1 

f 0，0，0，一0．25，0．43，0，一0．25，一0．43，0，0，0，0，0．25，一0．43，0，0．25，0．43，O； 

0，0．58，0，一0．25，一0．14，0，一0．25，0．14，0，0，一0．58，0，0．25，0．14，0，0．25，一0．14，0； 

0，0，一0．58，0，0，0．29，0，0，0．29，0，0，一0．58，0，0，0．29，0，0，0．29 1 

o 
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表5 对称型刚度矩阵的分块子矩阵 

子矩阵 l A2 Bl B2 Ell 

9．97 0 -10 

， [23．33] 0．0
．。．

0

。 ][10] 9．9．。．0。 ] 0 一O．O3 0 
- 10 0 20 

子矩阵 El2 E2l E22 

蜃(× EcabteAc abte) 

[ )0 一三，] f 一0s一童。] [ ! i 一曼 ： 
由表5可知，对称型刚度矩阵 被分块对角 

化，沿着主对角方向包含两个l×l的子矩阵块 

、 K 
．
；两个2×2的子矩阵块 ，、K ；四个3 

×3的子矩阵块 ICe 和 ，。所以特征 

值可以通过求解每个子矩阵 及其相应M (f_ 

A1，A2， 1， 2， 11，E12， 21， 22)，并 

作为相互独立的广义特征值问题来求解。随后， 

我们可以得到对称子空间 (f)的频率∽及自振 

模态 。自振模态可表示为： 

办= (i) ，其中f．(i=Al，A2，Bl，Bz， 

¨ ， E1，，E，1，E，2) (19) 

图4给出了所得结果与常规数值结果的对比 

情况。可知，由群论方法所求得的频率与常规法 

十分吻合，二者之问的最大误差为9．4e一8，并且 

出现在自振模态的第14阶和18阶。需指出，两种 

方法在保持同等精度的情况下，常规数值法所需 

计算时间比对称法六倍还多，高达0．0781s。 

35 

30 

25 

巴20 
富 

．

15 

l0 

5 

0 

0 2 4 6 8 10 12 14 l6 l8 

Mode 

图4 对称索网结构的低阶自振频率 

。 

由于该索网结构的整体平衡矩阵H存在奇异 

值，前七阶自振模态对应着七个一阶无穷小机构 

位移。因此 ，如公式 (2)所列的切线刚度矩阵 

所体现的，前七阶自振频率对结构初始预应力较 

为敏感。当结构不存在初始预应力时，相应的自 

振频率为零 ，如图4中下部虚线所示。即便如 

此，采用对称法仍然准确求得了无预应力索网 

结构的所有结果 ，与常规数值法的最大误差为 

2．57e一7。 

图5为该对称索网结构的前12阶自振模态， 

可以看出，结构的第l阶自振模态为 对称，第 

3阶模态为 旋转对称，第7阶和第l2阶模态均为 

对称。因此可以确定，图5所示的结构自振模 

态均满足相应对称子空间的特征属性。 

由于与二维不可约表示关联的对称子空间总 

存在重根，我们在数值计算之前即可据此推测出 

对称子空间Ei 和 (f=1，2)将会产生相同的 

自振频率。事实也确实如此，图4和图5所示的结 

果证明了以上推断。模态2和模态4具有相同的自 

振频率，模态8和模态9具有相同的自振频率，这 

是由于它们均来 自对称子空间E ；类似地，模态 

5和模态6具有相同自振频率，模态10和模态1l具 

有相同自振频率，它们都来自于对称子空间 。 

3．3 C ，对称Levy型索穹顶结构 

本节将围绕一个几何构型更为复杂的结构一 

即C 对称Levy型索穹顶结构，进行其广义特征 

值分析。Levy~索穹顶是一种新型的预应力索杆 

结构，由美国工程师Levy提出 (Gerardo和Levy 





 

第五届玻儋I姆优秀顿左勿论文奖获奖论炙 《预左 技不》2015年第5期总第112期 

表6 不同类型单元的截面积与初始预应力 

单元类型 Jl J2 J3 x1 X2 X3 Hl H2 N1 N2 C1 C2 C3 

面积，cm2 36．7 32．7 24．9 42 36．7 16．7 52 36．7 24．9 14．2 66．3 32．8 27．5 

预应力／kN 1343 644 392 901 688 248 1637 1307 469 750 —305 —126 —52 

取表1中n=12，并结合公式 (7-9)，可以 

求得该C ，对称索穹顶结构的正交转换矩阵V。 

矩阵 南14个向量空间组成，其中V(A，)是一个 

216 X 12的矩阵， (A，)是一个216 X 6的矩阵， 

V(B．)是一个216 X 10的矩阵，V(B，)是一个 

216 X 8的矩阵， (E， )一V(E ，)均为216 X 18 

的矩阵。这l4个独立的对称子空间用于将216 X 

216的刚度矩阵和质量矩阵化简成14个维数更小 

的子矩阵。例如，结构的切线刚度矩阵被矩阵 

(A，)转换成： 

( ，)= (A，) · ·V(A，)= 

23212310 0 0 17535 13286761 0 { 

0 93630 9961 —25898 0 0 

0 9961 54783 —16186 0 0 

17535 -25898 -16186 21651565 12388557 0 

13286731 0 0 12388557 49488403 34281 

f 0 0 0 0 34281 37037145 

图7给出了由对称法求得的前100阶频率， 

并与常规数值法计算结果进行了对比。另外，为 

了研究初始预应力对结构自振频率的影响，我们 

利用群论方法对不同预应力水平的C ，对称索穹 

顶结构进行了参数分析，其中初始预应力水平分 

别取为0、0．25t、0．5t、t、2t和4t。 

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 10() 

Mode 

图7 不同预应力水平下 对称索穹顶的前100阶频率 

由图可知，前28阶自振频率值非常小，且密 

集式分布。对称法所得结果与常规数值法十分吻 

合，其最大误差为le一9。此外，算例再次证明了 

对称法比常规数值法更加高效，它们求取广义特 

征值所消耗的时间分别为0．063s和0．3594s。与一 

阶无穷小机构位移模态相关联的前14阶模态的频 

率值大小直接取决于初始预应力的大小，如图7 

所示。参考公式 (2)可以发现，低阶频率值与 

预应力大小的平方根成正比。事实上，初始预应 

力也较好地改善了该索杆结构的刚度，提高初始 

预应力的水平后，结构的前50阶自振频率均显著 

增加。 

图8描绘了结构的前12阶自振振型，可以注 

意到，索穹顶结构存在许多重复的特征值和等效 

的特征向量，例如模态l一2、模态3—4、模态5— 

6、模态8—9以及模态11—12。其实，这种重根现 

象在对称结构中普遍存在，这是因为对于1≤f≤ 

P，对称子空间 ( 和V(巨，)的特值征计算 

是完全相同的。另外，对称子空间 (E)的振型 

并不能保持其 自身全对称性 (C ，)，并且可能 

降阶为更低的对称性，譬如仅拥有单一镜像对称 

操作 (对称群C )，见图8。图中第7阶模态的振 

动形状和运动趋势可以从子空I M，得到：根据对 

称群的降阶属性，该振型具有C 旋转对称性。 

另外 ，第l0阶振型之所以保持C．，全对称性称， 

是因为它来自于对称子空间 中。 

4结论 

本文提出了一种基于群论的对称方法，能够 

高效求解对称型预应力结构的广义特征值问题 

(如自振分析 )。根据所推导的对称坐标系，巧 

妙地将结构的切线刚度矩阵和质量矩阵进行了分 

块对角化，从而明显简化了广义特征值问题的求 

解复杂I生，显著降低了计算工作量。针对 种不 

同对称类型的预应力结构 (C 对称索杆结构、 

，，对称索网结构、C ，对称Levy型索穹顶 )的 

算例均表明，文中所提出的对称法是准确有效、 

可行的。 

∞ 加 m 0 

一 壬{)̂0口∞ 譬 
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